La probabilita applicata al

gioco d’azzardo

2.1 1l rendimento

Fondamentale per fare un’analisi dei giochi d’azzardo ¢ il concetto di ren-
dimento, che permette di valutare il livello di equita dei giochi. Il rendimento
di una puntata e uguale al prodotto tra la probabilita dell’evento su cui si
sceglie di puntare per il numero di poste che vengono incassate in caso di

vittoria:

Definizione 2.1.1. Sia E un evento, N il numero di poste che si incassereb-
bero in caso di vittoria, P(E) la probabilita dell’evento. Allora il rendimento

della puntata relativa la verificarsi dell’evento E é
R(FE)= NP(E).

Il gioco risulta essere vantaggioso nel caso in cui il rendimento delle punta-
te sia sempre maggiore di 1, equo quando il rendimento ¢ uguale a 1 e, infine,
viene detto svantaggioso se il rendimento ¢ minore di 1; i giochi svantaggiosi

sono in generale tutti quelli gestiti da un banco.
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2.2 Processi stocastici e catene di Markov

Un processo casuale ¢ il modello matematico di un processo empirico la

cui evoluzione e governata dalle leggi della probabilita.

Definizione 2.2.1. Un processo stocastico (casuale) ¢ una famiglia di varia-
bili casuali X = {X(t),t € T}, definite su un medesimo spazio campionario

S e a valori in un medesimo spazio E, detto spazio degli stati.

Un processo stocastico {X (t),t € T} & quindi una funzione di due argo-
menti X (¢,(), cont € T' e ( € S. Posto t = t, applicazione { — X (tx,() e
la variabile casuale indicata con X (t;) al variare di ¢ € S; d’altro canto, fis-
sato un punto campionario ¢; € S, Papplicazione t — X (¢, (;) € una funzione
del tempo detta funzione campionaria, traiettoria o realizzazione del proces-
so. L’insieme di tutte le funzioni campionarie € detto insieme statistico.

Se l'insieme degli indici T" e discreto si dice che il processo € a parametro
discreto. Un processo a parametro discreto con 17" = N viene anche detto
sequenza casuale e viene indicato con {X,,n > 0}. Se lo spazio degli stati £
e discreto e detto processo casuale discreto o catena.

Si consideri un processo stocastico X. Fissato il tempo t;, X(¢;) ¢ una

variabile casuale e la sua funzione di ripartizione Fx(z1,t1) & definita come
Fx(z1,t1) = P(X(t) < 1)

e viene detta distribuzione del primo ordine di X. Analogalmente, date ¢; e
t9, la distribuzione congiunta delle variabili casuali X (¢;) e X (t3) viene detta

distribuzione del secondo ordine di X ed e data da
Fx(x1,295t1,12) = P(X (1) < 21, X (t2) < x9).
In generale si definisce distribuzione di ordine n-simo di X
Fx(xy,...;xp;t1,. . 1) = P(X(t) <21, ., X(t,) < ).

La caratterizzazione completa di X richiede la conoscenza di tutte le distri-

buzioni finito dimensionali, ma fortunatamente spesso basta molto meno.



2.2.1 Catene di Markov

Definizione 2.2.2. Un processo casuale discreto X = {X,,,n > 0} a valori
in uno spazio degli stati discreto E viene detto catena di Markov omogenea

se vale la relazione Yn > 1 e Vsg,...,s, € K

P(XO = S0, Xl = S1y. .- >Xn = Sn) = PsoPso,s1Ps1,s2 + + + Psp_1,5n

dove ps, = P(Xo = s;) ¢ detta distribuzione iniziale di X

e le ps;.s; sono le probabilita di transizione in un unico stadio, ossia Vn > 0
psi’sj = P(Xn = §j ’ Xn,1 = Sl') = P(Xl =1 | X() = j)

Vale inoltre la proprieta di Markov (o anche proprieta dell’assenza di
memoria), la quale ci dice che lo stato futuro di un processo di Markov

dipende solo dallo stato presente e non dalla storia passata:
P(Xr+1:Sr+1 ‘ XOZSOaXlzslv"'aXTZST):

= P(XT-‘rl = Sr41 | XT = ST‘) = p5T75T+1

per ogni valore di r e Vsg,...,s,41 € F.

Dimostrazione.

P(Xr+1 = Sr41 ‘ Xo = 80, X3 2317"'7Xr :ST) =
— P<X’I‘+1 :ST+17XT :Sm-‘wXO :30)
P(XT:ST,...,XOISO)

_ PsoPsg,s1Ps1,2 - -+ Psryspp1

p50p30731p51’52 c 'psrflysr
= DPsy,sr41 — P<Xr+1 = Sr41 | X, = 37")

Per semplicita consideriamo lo spazio degli stati numerabile, ovvero

E =1{0,1,2,...} nel caso infinito oppure E = {0,2,...,m} nel caso finito.



Matrice di transizione

Sia X = {X,,,n > 0} una catena di Markov omogenea con spazio degli

stati E. La matrice di transizione di X e definita nel modo seguente:

Poo Po1
Pio P11
P20 P21

P = [p;] =

in cui sono soddisfatte le condizioni

Po2
P12
P22

(2.1)

pij =0 Zpijzl 1=0,1,2,---
=0

Nel caso in cui lo spazio degli stati E sia finito, £ = {0,1,--- ,m}, P &

(m+1) x (m + 1) dimensionale

Po1  DPo2

P11 D12
P=1[pl=1]". .

| Pm1  Pm2

dove

m
pij > 0 Zpijzl i=1,---
=0

DPom
P (2.2)
Pmm |

,m (2.3)

Una matrice quadrata i cui elementi soddisfano queste condizioni viene detta

matrice di Markov o matrice stocastica.

Probabilita di transizione di ordine superiore

Sia P = [p;;] la matrice delle probabilita di transizione di una catena di

Markov omogenea X = {X,,n > 0}. Definiamo poi P’ = Id. Le matrici

potenza di P sono definite da

P?*=PP



dove l'elemento (i, j) € dato da

pz] Z DikPkj

In generale l'elemento (4, j) di P"™' = PP™ sara

n+1)
p1j+ szkpk]

Proposizione 2.2.1. Vale la sequente uguaglianza

P(X,=j | Xo=1)=p{

Per cui l'identita matriciale
prtm — prpm o om >0

ci dice che una transizione da ¢ a j in n+m fasi puo essere realizzata passando
da da ¢ ad una fase intermedia k in n fasi e poi da k a j in m fasi, se
la esprimiamo per i singoli elementi & nota come equazione di Chapman-

Kolmogorov:
Pl szﬁ)pgf -

Dimostrazione.

PXmin=J | Xp=1)=
=P Xpin=7 | Xon=0Xn1=5n1,-..,%X0=50) =
 PXogn =5, X =4, X1 = Sm—1,-- ., Xo = S0)

N P(Xpm =1 Xone1 = Sm—1,---, X0 = 80)
B Yomirmsmin s P Xmtn = Js Ximgn-1 = Sman-1, .-, Xo = So)

B P(Xpm =1, Xone1 = Sm—1,---, X0 = 80)
D emitismin 1 POPsoss1 - Py 1iDissms - Pomsn-1,j

a POPsosss - - Do

= Z Pismyr -+ - Psmgn—1.d = Pij

Sm+15--Sm+n—1




La distribuzione di probabilita di X,

Definizione 2.2.3. Per ogni n > 0 e per ogni i € E, definiamo p;(n) =
P(X,, = 1) e il vettore p(n) = [po(n) pi(n) ---].

In particolare p(0) coincide con il vettore della distribuzione iniziale [py, p1, .. . ].

Proposizione 2.2.2. Per ognin > 0 wvale

p(n) = p(0)P"

Questa proposizione ci dice che la distribuzione di probabilita di una
catena di Markov omogenea ¢ completamente determinata dalla matrice delle

probabilita di transizione in una sola fase P e dalla distribuzione iniziale p(0).
Dimostrazione. Procediamo per induzione.

n=1:

se lo stato al tempo 0 e Xy = i, lo stato X; sara uguale a j solo se si verifica

una transizione da ¢ a j; inoltre gli eventi {Xo = ¢, ¢ = 1,2,...} sono

mutuamente esclusivi e uno di essi deve verificarsi. Di conseguenza vale
= P(Xq=14)P(X; = j|Xo = i)

OVVEro
=> piO)py; j=12...

che in termini matriciali si esprime

n=n-+1:

P( n+1—] ZP Xn+1:j|Xn:Z)
OVVero
i(n+1) sz n)pi; J=12,...



che in termini matriciali si esprime
p(n+1) = p(n)P =
poiche si e supposto che sia vera per n
= p(0)P"P = p(0)P"*".

La proposizione ¢ dunque vera per ogni n > 1. O

Classificazione degli stati

Definizione 2.2.4. Stati comunicativi. Si dice che lo stato j comunica con

lo stato i se per qualche n > 0, pg;)

> 0 e scriviamo © — j. Se due stati
sono reciprocamente comunicativi st dice bi-comunicano e indichiamo i > j;
se tutti gl stati di una catena di Markov bi-comunicano la catena e detta

wrriducibile.

Stati ricorrenti.
Sia Tj il tempo (o numero di fasi) del primo ingresso nello stato j dopo il
tempo zero, e poniamo 7 = oo se lo stato 7 non viene mai assunto. 7; ¢ una

variabile casuale discreta che assume i valori {1,2,---,00}. Sia fz-(]o) =0e
=T =m | Xo=i)=
=P Xn=75Xp #5k=1,--- m—1 | Xy=1)
Varra dunque

f(i):P(]’jzl | Xo=9)=PX1=j | Xo=1)=py

1,

m m—1
5= a7 m=2.3,
ey
La probabilita di realizzare j in un tempo finito a partire da ¢ ¢ data da

fijZZfi(f)ZP(Y}<OO | Xo=1).
n=>0



Definizione 2.2.5. Si dice che lo stato j é ricorrente se
fii=PTj<oo | Xo=j)=1

ovvero partendo da j la probabilita di tornare a j € uguale a 1. Lo stato

ricorrente j viene detto ricorrente positivo se

e (ricorrente) nullo se

Osserviamo che

T | Xo=j)=> nfi

n=0

Definizione 2.2.6. Diciamo che lo stato j é transitorio (non ricorrente) se
fM:P(,_TJ<OO ‘ X0:j><]_

ovvero se c’e una probabilita positiva di non tornare mai allo stato j.

Definizione 2.2.7. Definiamo il periodo dello stato j nel modo sequente
d(j) = med{n > 1 :pg-?) > 0}

se d(j) > 1 lo stato j viene detto periodico di periodo d(j). Se d(j) =1 lo

stato j viene detto aperiodico.

Definizione 2.2.8. Si dice che lo stato j € uno stato assorbente se pj; = 1,

ovvero una volta che lo stato j € raggiunto non viene piu abbandonato.

Probabilita di assorbimento.
Sia X = {X,,n > 0} una catena di Markov con spazio degli stati finito
E = {1,2,--- ,N} e matrice delle probabilita di transizione P. Sia A =

{1,2,--- ,m} l'insieme degli stati assorbenti e B = {m+1,---, N} I'insieme



di stati non assorbenti. La matrice delle probabilita di transizione P potra

€ssere espressa nel modo seguente

[ 0 ... 0 o ... 0 ]
0
I 0
P = 0 0 ... 1 0 .. 0 =
R Q
Pm+1.1 coo Pm+1im Pm+im+1 .-+ Pm+1,N
i PN e PNm PNm+1 - PN,N i
(2.4)

dove I & la matrice identita m x m, 0 & la matrice nulla m x (N —m) e

Pm+11 --- Pm+im Pm+im+1 .-+ Pm+1,N

PN1 -+  DPNm PNom+1  --- PNN

Gli elementi di R sono le probabilita di transizione in un’unica fase dagli
stati non assorbenti a quelli assorbenti, mentre gli elementi di () sono le
probabilita di transizione in un’unica fase da uno stato non assorbente ad un

altro non assorbente. Sia U = [uy;], dove
uy = P(X, =j(€ 4) | Xo= k(e B))

U ¢ una matrice (N —m) x m ed i suoi elementi rappresentano le probabilita

di assorbimento nei vari stati assorbenti.

Proposizione 2.2.3. Vale
U=(I-Q)'R=®R,

dove la matrice ® é detta matrice fondamentale della catena di Markov X (n).

Dimostrazione. Sia X una catena di Markov omogenea definita nello spazio

degli stati finito F, siano inoltre A e B l'insieme degli stati rispettivamente



assorbenti e non definiti in precedenza.

Sia p; la probabilta di passare dallo stato dallo stato k € B allo stato i € F,

quindi
up = P(X, =j(e 4) | Xo=k(eB))=
N
= ZpkiP(Xn =j(€d) | Xo=1)
i=1
e vale
1 1=
PX,=j€A) | Xo=1i)= 0 icAij

Uy 1e€eB,o=m+1,...,N

Di conseguenza risulta

N

uw:mf+§:pww k=m+1,...,N; j=1,....m.
i=m+1

Orapy; k=m-+1,...,N; j=1,...,msonoglielementidi Repypi k=
m+1,...,N; i=m+1,..., N sono gli elemnti di @), quindi in notazione
matriciale risulta

U=R+QU

ovVVvero
da cui

]

Indichiamo con T}, le unita di tempo totali fino all’assorbimento dello

stato k esia T = [T,41  ...7Tn] si puo dimostrare che

N

i=m+1

dove ¢y; ¢ 'elemento (k,7) della matrice .



